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[bookmark: _Toc220614258]ВВЕДЕНИЕ
В современном мире комплексные числа играют фундаментальную роль в развитии ключевых технологий XXI века. Их применение охватывает множество областей, которые непосредственно влияют на нашу повседневную жизнь. Каждый раз когда мы пользуемся мобильным телефоном для звонка или входа в интернет, подключаемся к беспроводной сети Wi-Fi дома или в общественном месте, смотрим телевидение или используем спутниковую навигацию, мы опираемся на технологии в математической основе которых лежат комплексные числа.
Особенно значимую роль комплексные числа играют в области цифровой связи, включая технологии различных поколений мобильной связи (1G-6G), современные стандарты беспроводной связи (Wi-Fi 6/7), а также системах обработки сигналов. В этих областях применение комплексных чисел не просто удобно.[footnoteRef:1][footnoteRef:2] [1:  Прокис Дж. «Цифровая связь».(перевод с англ.)
]  [2:  Тсе Д., Вишванат П. «Основы беспроводной связи» (перевод с англ.).] 

 Постоянное расширение областей их применения, самые известные из которых это машинное обучение(комплексные нейронные сети) и компьютерная графика(преобразование Фурье используется для создания реалистичных эффектов освещения текстур), объясняет актуальность этой темы.
Комплексным числом называется выражение вида a + bi, где a и b — произвольные действительные числа; i — так называемая мнимая единица, специальный символ, определяемый свойством i2 = -1.
При этом:
Число a называется действительной частью комплексного числа z и обозначается Re(z).
Число bi называется мнимой частью комплексного числа z и обозначается Im(z).
Изучение комплексных чисел имеет богатую историю, которая началась в трудах итальянского математика Джироламо Кардано в XVI веке при решении кубических уравнений. В то время математики столкнулись парадоксальной ситуацией: формулы для решения кубических уравнений содержали квадратные корни из отрицательных чисел. Такое противоречие еще долгое время оставалось загадкой.
 Благодаря работам Карла Фридриха Гаусса, предложившего термин “комплексное число”, доказавшего основную теорему алгебры и развившего теорию функций комплексного переменного (в начале XIX века), роль комплексных чисел существенно увеличилась: комплексные числа признало большинство математиков того времени и начало использовать их для решения различных задач.
 На данный момент степень изученности комплексных чисел очень высока: в физике и технике использование комплексных чисел стало стандартом, даже в таких неожиданных областях, как экономика и финансовое моделирование комплексные числа находят применения, например, в анализе циклических процессов и моделировании динамических систем.
Проблема
В задачах связанных с цифровой связью чаще всего выбирают решения с помощью комплексных чисел несмотря на присутствие множества альтернатив (векторное, матричное представление и тому подобные).
 В чем заключается важность а иногда и необходимость использования комплексных чисел в науке и технике?
Цель исследования
Выяснить насколько важны комплексные числа в решении задач в области цифровой связи, с помощью сравнения с решением тех же задач через различные альтернативы,.
Объект исследования – комплексные числа.
Предмет исследования – использование комплексных чисел в цифровой передаче информации.
Задачи исследования 
1. Ознакомиться с историей создания комплексных чисел и их использования в науке и технике;
2. Рассмотреть  теоретические  положения  связанные  с понятием комплексного числа, его формами использования.
3. Рассмотреть примеры эксплуатации комплексных чисел в ключевых технологиях XXI века.
4. Сравнить применение комплексных чисел и альтернатив в цифровой связи.  
Гипотеза исследовательского проекта
Наиболее эффективным математическим аппаратом для решения задач в области цифровых технологий являются комплексные числа.
Методы исследования: 
Методы теоретического уровня:
Анализ и синтез истории комплексных чисел и их нынешнего использования; обобщение полученных результатов.
Методы эмпирического уровня:
Моделирование устройства цифровой связи.
Практическая значимость исследования заключается в том, что результаты работы позволят на конкретных примерах задач цифровой связи наглядно продемонстрировать преимущества и недостатки использования комплексных чисел. Также материалы исследования могут быть использованы в учебных целях: помогут ученикам разобраться в данной теме. Проведённый сравнительный анализ позволит чётко аргументировать целесообразность использования комплексных чисел.
Степень изученности темы
Тема комплексных чисел глубоко изучена в теоретическом плане: в своих трудах её изучали Рафаэль Бомбелли («L’Algebra (Алгебра)»)[footnoteRef:3], Леонард Эйлер («Introductio in analysin infinitorum (Введение в анализ бесконечно малых)»)[footnoteRef:4], Карл Фридрих Гаусс («Арифметические исследования» (1801) «Теория биквадратичных вычетов» (1832))[footnoteRef:5]. Также тема их использования в аналогичной радиотехнике была изъяснена С.И. Баскоковым («Радиотехнические цепи и сигналы»)[footnoteRef:6], И.С. Гоноровским («Радиотехнические цепи и сигналы»)[footnoteRef:7] и в современной радиосвязи и обработке сигналов А.Б. Сергиенко («Цифровая связь»)[footnoteRef:8] в своих учебниках. [3:  Бомбелли Р. «Алгебра» (перевод с итал.).]  [4:  Эйлер Л. «Введение в анализ бесконечно малых».(том 1)(перевод с лат.)]  [5:  Гаусс К. Ф. «Теория биквадратных вычетов». Труды по теории чисел.]  [6:   Баскаков С.И. «Радиотехнические цепи и сигналы». Учебник для вузов.]  [7:  Гоноровский И.С. «Радиотехнические цепи и сигналы». Учебник для вузов.]  [8:  Сергиенко А.Б. «Цифровая связь». Учебник.] 

 
[bookmark: _Toc220614259]ГЛАВА 1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА КАК ИСТОРИЧЕСКИ СЛОЖИВШЕЕСЯ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ В РАЗНЫХ ОБЛАСТЯХ
1.1 [bookmark: _Toc220614260]История создания комплексных чисел и их использования в науке и технике
История создания
Предшественником истории зарождения комплексных чисел служит работа Герона Александрийского в I веке н. э., в которой он, вычисляя объем усечённой пирамиды, столкнулся с выражением .[footnoteRef:9] Вместо того чтобы углубиться в это выражение, он отбросил его как бессмысленный результат, поскольку в древнегреческой математике, которая основывалась на геометрических представлениях, такое выражение не имело смысла (квадратный корень воспринимался как сторона квадрата, площадь которого равна данному числу), что установило долгую историю игнорирования или прямого отвержения подобных конструкций в математической практике.  [9: 9. Стиллвелл Дж. «Математика и ее история».(перевод с англ.)] 

В эпоху Возрождения (примерно XIV–XVI вв.) искали общие методы решения алгебраических уравнений различных степеней. Это было одной из главных интеллектуальных задач того времени. Соревнование между Николо Тартильей и Антонио Фиором привело к тому, что Тарталья в 1535 году нашёл метод решения приведнного кубического уравнения. Джероламо Кардано, узнав об этом, уговорил Тартальо раскрыть ему метод, по-видимому, был известен ранее Сципионе дель Ферро. Считая себя свободным от клятвы, Кардано опубликовал метод в своем фундаментальном труде «Artis Mognae, Sive de Regulis Algebraicis Liber Unus» (или «Ars Magna») («Великое искусство», или «Об алгебраических правилах»)в 1545 году. В этом произведении он рассмотрел полный спектр кубических уравнений включая те где сегодня мы встречаем комплексные числа. [6][footnoteRef:10][footnoteRef:11] [10:  Кардано Дж. «Великое искусство» или «Об алгебраических правилах» (перевод с лат.).]  [11:  Стиллвелл Дж. «Математика и ее история».(перевод с англ.)] 

Ключевой момент наступил при решении уравнения x3 = 15x + 4. Подставив p=  -13 и q = 4 в формулу Кардано ), мы получаем выражения корня:

Под квадратным корнем здесь оказывается отрицательное число -121. Кардано видел, что выражение содержит квадратный корень из отрицательного числа, и, несмотря на то что он не смог интерпретировать его как физическую величину, выполнил формальные вычисления. Подобно Герону, он счёл эти выражения «бесполезными». Для математиков XVI века это было нонсенсом, так как квадрат любого действительного числа неотрицателен. Однако было известно (Кардано не закончил вычисления, и мнимые части сократились), что это уравнение имеет три действительных корня (в данном случае  = ). Этот парадокс и породил проблему: как из «невозможных» выражений получить действительный ответ? Именно эта дилемма и стала катализатором для рождения концепции комплексных чисел.
Рафаэль Бомбелли является центральной фигурой в рождении теории комплексных чисел (раздела математики, изучающего комплексные числа. Его работа «L’Algebra», опубликованная в 1572 году, была первой, где мнимые числа систематически изучены как самостоятельный объект. Бомбелли осмелился работать с выражениями вида , которые он называл «piu di meno» (плюс из минуса) и «meno di meno» (минус из минуса). он формально определил для них арифметические правила, которые полностью соответствуют современным:[footnoteRef:12] [12:  Бомбелли Р. «Алгебра» (перевод с итал.).] 

(piu di meno)  (meno di meno) = meno
(piu di meno)  (meno di meno) = piu
Самым блестящим его достижением было применение этих правил к проблеме, оставшейся от Кардано. Он заметил, что кубические корни в формуле  должны быть взаимно сопряжёнными комплексными числами. Он предложил (и проверил), что:


Сложив их, он получил действительный корень:

Этим Бомбелли не только разрешил конкретный парадокс, но и продемонстрировал внутреннюю непротиворечивость операций с мнимыми числами, заложив основы их алгебры.
В XVII и XVIII веках отношение к комплексным числам было крайне настороженным. Рене Декарт в 1637 году в своей работе «Геометрия» назвал эти корни «воображаемыми», чтобы подчеркнуть их нереальную природу, и этот термин закрепился в математике.[footnoteRef:13] Исаак Ньютон также рассматривал их как лишённые физического смысла. Готфрид Вильгельм Лейбниц в 1702 году выразил мистическое недоумение, назвав мнимую единицу «амфибией между бытием и небытием». Он, однако, признавал их полезность в анализе. [footnoteRef:14] [13:   Стиллвелл Дж. «Математика и ее история».(перевод с англ.)]  [14:   Стиллвелл Дж. «Математика и ее история».(перевод с англ.)] 

XVIII век стал веком легитимизации комплексных чисел благодаря работам великих математиков, которые увидели их силу и красоту. 
Абрахам де Муавр: Его работа относится к началу XVIII века. Формула Муавра, которую он открыл в 1707 году и опубликовал в 1722, утверждает: 
n
Эта формула установила глубокую связь между комплексными числами и тригонометрией, сделав тригонометрические вычисления невероятно простыми. Она была прямым предшественником формулы Эйлера. [footnoteRef:15] [15:   Стиллвелл Дж. «Математика и ее история».(перевод с англ.)] 

Леонард Эйлер: Именно Эйлер в 1777 году (опубликовано в 1794) ввёл символ  для обозначения мнимой единицы.
В своём труде «Introductio in analysin infinitorum» (1748) Эйлер вывел знаменитую формулу:[footnoteRef:16] [16:   Эйлер Л. «Введение в анализ бесконечно малых».(том 1)(перевод с лат.)] 


Частный случай  одной из самых красивых формул в математике, связывающей пять фундаментальных констант.
Эйлер также начал систематическое изучение функций комплексного переменного, таких как экспонента, логарифм и тригонометрические функции.
Каспар Вессель: В 1799 году датско-норвежский математик представил Парижской академии мемуар «Об аналитическом представлении направления», где впервые чётко описал геометрическую интерпретацию комплексных чисел как точек на плоскости и векторов. Его работа осталась практически незамеченной.[footnoteRef:17] [17:   Стиллвелл Дж. «Математика и ее история».(перевод с англ.)] 

Жан-Робер Арган: Швейцарский математик незовисимо пришел к той же идее. Его «Опыт о способе представления мнимых величин в геометрических построениях» был опубликован 1806 году. Именно благодаря Аргану этот метод стал известен в Европе. (был назван в честь него).[footnoteRef:18] [18:  Стиллвелл Дж. «Математика и ее история».(перевод с англ.)] 

Карл Фридрих Гаусс: Будучи величайшим математиком своей эпохи, Гаусс не только независимо использовал геометрическое представление, но и активно его популяризовал. Он ввёл термин «комплексное число» в 1831 году, подчёркивая, что число  состоит из двух частей  действительной  и мнимой , образующих единое целое. Именно он доказал основную теорему алгебры (сформулированную Альбером Жираром)[footnoteRef:19], после чего математики не могли не использовать комплексные числа в своих вычислениях.[footnoteRef:20][footnoteRef:21] [19:  . Стиллвелл Дж. «Математика и ее история».(перевод с англ.)]  [20:  Гаусс К.Ф. «Арифметические исследования» (перевод с лат.).]  [21:   Гаусс К. Ф. «Теория биквадратных вычетов». Труды по теории чисел.] 

Внедрение в науку и технику
После признания математическим обществом комплексные числа стали мощнейшим инструментом. Если основная теорема Алгебры легитимизировала само существование комплексных чисел как алгебраической структуры, то теория аналитических функций, развиваемая Коши, Риманом и другими, превратила их в мощный язык для описания непрерывных и гладких процессов в физике и инженерии. Огромную роль сыграла «Интегральная теорема Коши» (Огюстен Коши, 1825), которая показывает, что интеграл от аналитической функции по замкнутому контуру зависит только от особенностей внутри него. Это революционно упростило вычисление многих сложных задач интегралом.
Физика и инженерия: Теория колебаний и электрические цепи: В конце XIX века (1893-1897 гг.) Артур Кеннели («impedance») и Чарльз Протеус Штейнмец («Theory and Calculation Alternating Current Phenomena») показали, что использование комплексных импедансов позволяет применять законы Ома и Кирхгофа к цепям переменного тока  в алгебраической форме, что кардинально упрощает расчёты фаз и амплитуд.[footnoteRef:22][footnoteRef:23][footnoteRef:24] [22:  Баскаков С.И. «Радиотехнические цепи и сигналы». Учебник для вузов.]  [23:  Гоноровский И.С. «Радиотехнические цепи и сигналы». Учебник для вузов.]  [24:  Маркушевич А. И. «Краткий курс теории аналитических функций»] 

Была создана диаграмма Смита  графический инструмент для анализа импеданса (1939), что используется широко в радиочастотной и микроволновой технике. [footnoteRef:25] [25:  Маркушевич А. И. «Краткий курс теории аналитических функций»] 

Гидродинамика: Комплексный анализ используется для моделирования двумерных потоков жидкости.
Вычислительная техника:
Изобретение первого цифрового компьютера для комплексной арифметики (1940 г.) Джорджем Стибитцом и командой Bell Labs, что используется для автоматического выполнения операций над комплексными числами.[footnoteRef:26] [26:  Маркушевич А. И. «Краткий курс теории аналитических функций»] 

Цифровая обработка сигналов: Преобразование Фурье (1807 г.) (и его дискретный аналог БПФ (1965 г.)) представляют сигналы в виде комплексных экспонент, что является основой цифровой обработки сигналов, аудио- и видеокомпрессии, спектрального анализа. [footnoteRef:27][footnoteRef:28] [27:  Оппенгейм А.В., Шафер Р.В. Цифровая обработка сигналов.]  [28:   Сергиенко А.Б. «Цифровая связь». Учебник.] 

Квантовая механика: Волновая функция ψ, описывающаая состояние квантовой системы, является комплекснозначной. Вероятность найти частицу определяется квадратом модуля этой функции, который уже действителен. Без комплексных чисел адекватное описание квантового мира невозможно.
Теория относительности: В специальной теории относительности пространство-время Минковского удобно описывается с использованием комплексных чисел.
Теория хаоса и фракталы: Знаменитое множество Мандельброта определяется итерацией простой комплексной функции . Без комплексных чисел этот удивительный и сложнейший объект просто не существовал бы.
Вывод: Комплексные числа имеют достаточно большую историю: от представления их как «бесполезного» до абсолютного признания их в современном обществе. Их активное использование началось только после признания их великими математиками и открыло новые горизонты возможностей.
[bookmark: _Toc220614261]1.2 Теоретические  положения  связанные  с понятием комплексного числа, его формами использования.
Комплексные числа  это расширение множества действительных чисел, которое включает в себя мнимую единицу , где . Они позволяют решать уравнения, которые не имеют решений в множестве действительных чисел.
Комплексное число  можно записать в алгебраической форме как:

Где  и   действительные числа, а мнимая единица.
Комплексные числа можно представить на комплексной плоскости, где ось абсцисс соответствует действительной части, а ось ординат  мнимой части.
Геометрическое их представление позволяет наглядно интерпретировать их как точки на плоскости, что значительно облегчает их понимание и применение. Это представление помогает визуализировать операции с комплексными числами и их свойства.
Также существуют комплексно сопряжённые числа:
Число  называется комплексно сопряжённым к числу .
Свойства:




При возведении в степень (Формула Муавра):
 или 

1. Операции с комплексным числом в тригонометрической форме:
 Модуль:
Для комплексного числа :

Модуль комплексного числа представляет собой расстояние от начала координат до точки, соответствующей этому числу на комплексной плоскости. Модуль используется для измерения величины комплексного числа и его амплитуды в приложениях, связанных с колебаниями и волнами.
2.  Аргумент комплексного числа
Для комплексного числа :
Аргумент: 

Аргумент комплексного числа представляет собой угол между положительным направлением оси и лучом, проведенным из начала координат к точке, соответствующей этому числу на комплексной плоскости. Этот угол измеряется в радианах и может принимать значения от  до . Аргумент используется для описания фазы и колебаний волн, а также для выполнения геометрических преобразований.
Также комплексное число можно z записать в тригонометрической форме:

где |z|  модуль комплексного числа, а   аргумент комплексного числа.
Тригонометрическая форма комплексных чисел чаще всего используется для представления сигналов в частотной области.
Ещё комплексное число можно записать в показательной форме:

где  модуль, а  аргумент комплексного числа. 
Показательная форма комплексных чисел используется для упрощения математических вычислений, связанных с умножением и делением комплексных чисел. При умножении двух комплексных чисел в показательной форме и  мы получаем:

А при делении:


Операции с комплексными числами в алгебраической форме
1. Сложение и вычитание:


2. Умножение:

3. Деление:

Комплексно сопряженные числа
Число  называется комплексно сопряжённым к числу .
Свойства:




При возведении в степень (Формула Муавра):
 или 

Извлечение корня:

или

где k = 0,1,2, ..., n-1.
Дополнительные свойства:
Свойства модуля:


Свойства аргумента:

.
Дифференцирование и интегрирование:
Чтобы найти производную комплексной функции , необходимо выразить её через действительную и мнимую части:

Где .
Для того чтобы функция была дифференцируема в точке, должны выполняться условия Коши-Римана:
1. 
2.     
( частичная производная)
Если эти условия выполняются, то производная функции может быть найдена по формуле:

Интеграл от комплексной функции  вдоль кривой  определяется как предел интегральных сумм

Где:
,
 произвольная точка на отрезке между .
Или
Если кривая  задана параметрически:

То интеграл вычисляется как:




Основная теорема алгебры
Всякий многочлен степени  с комплексными (в частности, с действительными) коэффициентами имеет по крайней мере один комплексный корень.
Следствие: Многочлен степени n с комплексными коэффициентами всегда имеет ровно n корней в C (с учетом их кратности). А это значит, что поле комплексных чисел алгебраически замкнуто  его не требуется расширять для решения алгебраических уравнений.
Формула Эйлера - формула связывающая экспонциональную функцию с тригонометрическими:

Вывод: С комплексными числами можно делать все действия, которые производятся с действительными. Они имеют очень удобную интерпретацию на плоскости и тригонометрическую форму.
[bookmark: _Toc220614262]ГЛАВА 2. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА В ТЕХНИКЕ И ВОКРУГ НАС.
[bookmark: _Toc220614263]2.1. Рассмотрение примеров эксплуатации комплексных чисел в цифровой связи.
Комплексные числа в инженерии связи:
Модуляция и демодуляция сигналов:
Любой радиосигнал  это электромагнитная волна, создаваемая ускорением электронов в антенне.Чтобы передать информацию, мы изменяем(модулируем) три параметра волны:  амплитуду(AM-радио (изобретено в 1906) 1920-х), частоту (FM-радио), фазу(современные спутниковые системы).Его уравнение:

Где: амплитуда (в AM-радио она повторяет форму звукового сигнала).
 фаза (в FM-радио , где  звук,  девиация частоты.
Также комплексные числа (a + jb в физике) позволяют описывать два параметра одновременно (амплитуду и фазу) без тригонометрических функций, что упрощает создание модемов в смартфонах и спутниках.(это называется IQ модуляцией)
Их использование можно сравнить с стрелкой на циферблате, где ее длина  амплитуде (), ее угол наклона  фазе().
Как выглядит сигнал в комплексной форме:

Где:  комплексная огибающая, которая содержит всю информацию.,
А  (несущее колебание)  быстрая осцилляция на высокой частоте , которая переносит информацию.
IQ модуляция  это передача информации в двух сигналах (I - синфазный и Q - квадратурный), образованных с помощью смещения по фазе одного из них (Q) на  относительно второго(I), находящегося в фазе с опорным сигналом. [9,11]. (Рисунок 1)
Физически (без комплексных чисел) реализовать фазовую модуляцию невозможно всегда есть помехи в амплитуде. Комплексное представление позволяет использовать алгебраические методы (например, умножение комплексных чисел вместо тригонометрических тождеств).
QAM
QAM - гибрид амплитудной и фазовой модуляции, где информация кодируется и в амплитуде и в фазе волны. Такой вид модуляции пользуется IQ-представлением для передачи данных.
Есть 4-QAM (QPSK), 16-QAM(ADSL(обычная телефонная линия, цифровое ТВ), 64-QAM(4G, LTE, Wi-Fi 5), 256-QAM(5G, Wi-Fi 6), 1024-QAM(Wi-Fi 6E/7, кабельный интернет). Друг от друга они отличаются в основном скоростью передачи данных:
Чем больше число (161024), тем больше бит кодируется одним символом:
QAM - 4 бита/символ, 64-QAM, 256-QAM и 1024-QAM соответственно 6, 8 и 10 бит/символ
Чем выше порядок QAM, тем ближе точки в созвездии, и тем выше должен быть уровень сигнала относительно шума (SNR). То есть 16-QAM работает при умеренном шуме, а 1024-QAM требует почти идеальных условий (прямая видимость, мало помех). [footnoteRef:29][footnoteRef:30] [29:  Прокис Дж. «Цифровая связь».(перевод с англ.)
]  [30:  Голдсмит А. «Беспроводные коммуникации» (перевод с англ.).
] 

QPSK (требует большего рассмотрения, потому что является основой всех QAM):
QPSK (Quadrature Phase Shift Keying)  метод, где информация кодируется четырьмя фазами несущей (0°,90°,180°, 270°).Каждый символ передает 2 бита, что в 2 раза эффективнее, чем BPSK(1 бит символ). Данный метод можно рассматривать как частный случай QAM.(также в отличии от всех QAM в QPSK амплитуда является неизменной). Используется в спутниковом ТВ, системах GPS, связи с МКС.[footnoteRef:31] [31:  Прокис Дж. «Цифровая связь».(перевод с англ.)
] 

Созвездие QPSK:
(Рисунок 2)
На рисунке точки сдвинуты на 45°, поскольку в технике QPSK используется только в такой форме, ведь если точки будут расположены строго на осях (0°,90°,180°, 270°), то при малейшем шуме или искажении сигнала приемник может перепутать, например, 0° и 90°. При данных же условиях шум меньше влияет на точность приема.
Формула, которая описывает точки (со сдвигом на 45°):

Вероятность ошибки бита расчитывается по данной формуле:

QPSK не подходит в высокоскоростных системах Wi-Fi 6E, так как требуется спектральная эффективность(сколько информации ожно передать по каналу связи на 1 герц полосы пропускания) > 6 бит/Гц/с, поэтому применяют 1024-QAM, но для 1024-QAM требуется SNR(отношение сигнал/шум)> 35 дБ, что не достижимо в городских условиях без MIMO(использование нескольки антенн на передатчике и приёмнике для увеличения скорости, повышения надежности и фокусировки излучения). [footnoteRef:32] [32:  Голдсмит А. «Беспроводные коммуникации» (перевод с англ.).] 

Анализ цепей и антенн
Импеданс
Импеданс (Z)  комплексное сопротивление цепи переменного тока, которое включает резистивную часть (R, Re), рассеивающую энергию и реактивную часть (X, Im), накапливающую энергию (катушка L или конденсатор C, которые сдвигают фазу и заставляют использовать комплексные числа).
Формула импеданса:

Где 
 угловая частота
частота
Комплексные числа здесь очень нужны, потому что позволяют объединить амплитуды и фазы в одно уравнение, ведь без них пришлось бы отдельно считать амплитуды и фазы каждого элемента цепи, что усложняет расчёты и требует больших формул и тригонометрии.
Влияние импеданса на модуляцию:
Несогласованный импеданс антенны () вызывает отражения, искажающие QAM-созвездие.
При |Г|=0.3 (9% отраженной можности) уровень ошибок 1024-QAM растет в 5 раз.
Решение проблем:
Активное согласование в 5G-базовых станциях: ЦАП/АЦП в реальном времени корректируют импеданс под текущие условия. [footnoteRef:33][footnoteRef:34] [33:  Баскаков С.И. «Радиотехнические цепи и сигналы». Учебник для вузов.]  [34:  Гоноровский И.С. «Радиотехнические цепи и сигналы». Учебник для вузов.
] 

Антенны
Антенна преобразует электрические сигналы в радиоволны и обратно. Ее эффективность зависит от:Размера, Формы (диполь, парабола, микрополоковая),
Диполь антенна, состоящая из двух проводников, каждый имеет свою длину, равную четверти (половине) длины волны.
(Рисунок 3)
Параболические антенны  антенны, использующие параболический отражатель для фокусировки электромагнитных волн. Они часто используются в спутниковой связи.
(Рисунок 4)
Микрополосковая антенна  это тип антенны, которая изготавливается с использованием печатных плат. Она состоит из тонкого металлического слоя, нанесенного на диэлектрическую подложку.
(Рисунок 5)
Коэффициент отражения (способность поверхности отражать падающее на неё излучение):

5G massive MIMO:
Количество антенн: 64-256 элементов в базовых станциях. [footnoteRef:35][footnoteRef:36] [35:  Голдсмит А. «Беспроводные коммуникации» (перевод с англ.).
]  [36:  Тсе Д., Вишванат П. «Основы беспроводной связи» (перевод с англ.).
] 

Формирование луча: Матрица канала H разлагается через SVD(сингулярного разложения, что означает что матрицу представить в виде произведения трех матриц): 

унитарные матрицы,  диагональ сингулярных значений. [footnoteRef:37] [37:  Прокис Дж. «Цифровая связь».(перевод с англ.)
] 

В теории, фракталы (геометрические объекты, обладающие свойством самоподобия) обеспечивают работу в 10 диапазонах. На практике же в коммерческих 5G-устройствах не используется из-за сложности производства и низкой эффективности. Вместо этого применяют массивы Вивальди с логопериодической фигурой (антенна, сужающаяся от широкой части к узкой).
Резонанс:
Резонанс  резкое увеличение амплитуды колебаний при совпадении частоты внешнего воздействия с собственной частотной системы.
Формула Томсона (определяющая резонансную частоту) для LC-контура (цепи, состоящей из катушки индуктивности и конденсатора, соединенных вместе) :(определяющая резонансную частоту)

L - значение индуктивности в контуре 
С - значение емкости в контуре
RFID-метки (как мощность, изучаемая считываетелем, уменьшается на расстоянии от метки):

 мощность сигнала на передающей антенне
 мощность сигнала на приемной антенне
 коэффициент усиления приемной антенны
 коэффициент усиления передающей антенны
 расстояние
длина волны. [footnoteRef:38] [38:  Голдсмит А. «Беспроводные коммуникации» (перевод с англ.).
] 

Квантовые резонаторы:
Сверхпроводящие кубиты (IBM Quantum) используют LC-резонаторы на частоте 5-10 ГГц.
Принцип работы:
Электромагнитное поле в резонаторе создает квантовую суперпозицию состояний |0〉 и |1〉.
Измерение сдвига резонансной частоты позволяет определить состояние кубита.
Но в такой системе тепловые шумы разрушают когерентность (способность квантовой системы быть в суперпозиции), в ответ на это появилось решение охлаждать систему до 15мК. 
Данная технология используется в квантовых компьютерах и коммерческих системах для финансовых расчетов.
Преобразование Фурье:
Преобразование Фурье (FT) разлагает сигнал на синусоиды и косинусоиды разной частоты. Работает с непрерывными (аналоговыми) сигналами.
Это помогает выделить полезный сигнал из шума (например, в радиоприемнике), сжать данные (JPEG, MP3), обнаружить объекты (радар).

Где:
 спектр сигнала (какие частоты содержатся в сигнале  и с какой амплитудой)
 исходный сигнал во временной области.
частота (в герцах),
 время.
Результатом является комплексное число, действительная часть которого описывает совпадение сигнала с косинусоидальной частотой. 
Дискретное преобразование Фурье (в отличие от FT имеет определенные рамки)
Для цифрового сигнала из N отсчетов x[0], x[1], …, x[N-1] ДПФ вычисляет N комплексных чисел X[0], X[1], …, X[N-1]:

Где:
исходный сигнал (во временной области),
результат преобразования в частотной области (спектр).(k - индекс в частотной области),
общее количество отсчетов.
Быстрое преобразование Фурье (FFT)
 FFT - оптимизированный алгоритм для вычисления FT. Сложность O(N log N) вместо O() позволяет обрабатывать сигналы в реальном времени.
Используется в смартфонах (анализ звука, интернет сервисы для передачи данных),  МРТ-томографах, радиотелескопах.
Алгоритм Кули-Тьюки:
1. Разделение последовательности x[n] на четные и нечетные отсчеты.
2. Рекурсивное вычисление ДПФ (дискретного преобразования Фурье) для каждой половины.
3. Объединение результатов через «бабочку»:

Где  ДПФ четных отсчетов,  нечетных. [footnoteRef:39] [39:  Оппенгейм А.В., Шафер Р.В. Цифровая обработка сигналов.] 

OFDM
OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing) канал на множество узкополосых поднесущих, что повышает устойчивость к помехам. [footnoteRef:40] [40:  Голдсмит А. «Беспроводные коммуникации» (перевод с англ.).] 

Математическая модель (нужна для точной реализации алгоритмов):

Где:
 длительность символа
 временной сигнал OFDM
 общее количество поднесущих
 комплексный символ данных на k-й поднесущей 
  частота поднесущей
 комплексная экспонента синусоида с частотой .
Сжатие данных
Сжатие с потерями удаляет информацию, которую человек не замечает (мелкие текстуры и звуки выше 16кГц).
JPEG (формат изображения) через DCT(сжатие с использованием дискретного косинусоидального преобразования):
1. Разделение изображения на блоки 8x8.
2. Применение DCT:

 координаты пикселя в исходном изображении.
 координаты коэффициента в частотной области (в матрице DCT коэффициентов).
 значение яркости (или цвета) пикселя в точке ()
 результирующий DCT-коэффициент в позиции.
 нормировочные коэффициенты, 
3. Отброс высокочастотных коэффициенты()
Обнаружение сигналов в шуме
Корреляционный приемник ищет известный шаблон (s(t)) в зашумленном сигнале (r(t)) вычисляя:[footnoteRef:41] [41:  Тсе Д., Вишванат П. «Основы беспроводной связи» (перевод с англ.).] 


 комплексно-сопряженный и сдвинутый во времени шаблон
 параметр задержки (время сдвига шаблона)
функция корреляции (мера совпадения). [10,11][footnoteRef:42][footnoteRef:43] [42:  Сергиенко А.Б. «Цифровая связь». Учебник.]  [43:  Скляр Б. «Цифровая связь. Теоретические основы и практическое применение». (перевод с англ.)
] 

[bookmark: _Toc220614264]2.2. Сравнение применение комплексных чисел и альтернатив в цифровой связи.
Все возможные альтернативы, которые позволяют описать двухкомпонентный (двумерный) сигнал:
1. Вещественные двумерные векторы  прямая декартова модель;
На первый взгляд, комплексное число  может быть представлено как вектор . Сложение комплексных чисел полностью эквивалентно векторному сложению:

Однако фундаментальное различие проявляется при рассмотрении операции умножения. В векторном пространстве не существует естественной операции умножения, которая бы отражала два вектора   
В третий вектор  с сохранением всех желаемых свойств (ассоциативность, коммутативность, существование обратного элемента). Существуют лишь частные операции:
Скалярное произведение:    результат  скаляр, а не вектор. Потеря размерности.
Векторное произведение в 2D: по сути, это псевдоскаляр не принадлежащий .
Таким образом,  является лишь векторным пространством над полем , но не полем само по себе. Что означает что в  невозможно определить деление или обратные элементы, что делает его непригодным для моделирования обратных задач, таких как декорирование или равномерие.
В связи с чем, например, в задаче модуляции, где требуется умножить базовый символ на несущую , векторный подход требует разложения на две отдельные операции: умножение на  и на , что увеличивает сложность и не обеспечивает единой алгебраичекй структуры. [7]
Пример:
Задача: Оценка коэффициента канала по пилтному символу в SISO-системе (Single-input, Single-output)
Система: одиночная антена передачи и приема (SISO)
Передан пилотный символ: 
Принят символ: 
Задача: Оценить комплексный коэффициент канала , такой что .
Где  - затухание сигнала,  - фазовый сдвиг из-за многолучевости.
Решение комплексными числами
1. Используем метод на наименьших квадратов (LS):[footnoteRef:44] [44:  Прокис Дж. «Цифровая связь».(перевод с англ.)
] 


2. Умножаем числитель и знаменатель на сопряженное :

3. Результат: 
Амплитуда:
Фаза: 
Решение с векторами:
1. Представим данные как векторы:

2. В  нет деления, поэтому предполгаем, что канал линейный оператор (то есть создаем матрицу):

3. Поскольку одно уравнение не может определять 4 неизвестных, добавим (предположим что он есть) второй линейно независимый пилот , и соответствующий .
4. Собираем систему:

5. Решаем . Получаем матрицу .
6. Чтобы извлечь амплитуду и фазу, предполагаем, что , и приближаем a, b из компонентов M.
7. В таком случае амплитуда будет равна , а фаза  радиан
Недостатки:
Требуется два пилота вместо одного;
Результат  матрица, а не скаляр
При шуме M не будет точно соответствовать комплексной структуре  ошибка.
2. Тригонометрические функции (синусы и косинусы)  модель, основанная на гармоническом анализе (представлении функций или сигналов в виде суммы более простых «гармонических» колебаний (синусов и косинусов)).
Тригонометрический подход основывается на представлении сигнала в виде сумы синусоид:

Этот подход кажется интуитивно близким, поскольку радиосигналы физически являются гармоническими колебаниями. Однако его применение на практике сталкивается с серией фундаментальных проблем.
1. Сложность операций
Рассмотрим умножение двух сигналов  операцию, эквивалентную частотному смешению:


В комплексной же форме это выглядит:

Тригонометрия требует разложения произведения в сумму, что усложняет анализ, особенно при наличии множества компонент (например, в OFDM) с 1024 поднесущими).
2. Неоднозначность фазы
Определение фазы  из соотношения  не позволяет однозначно определить квадрант. Для корректного решения требуется функция . которая воспроизводит аргумент комплексного числа:

Таким образом, тригонометрический подход эмулирует комплекное представление, но делает это менее эффективно и менее надежно.
3. Отсутствие деления обратных элементов.
Нет операции, эквивалентой делению двух синусоид. Это делает невозмоным прямую реализацию таких алгоритмов, как оценка канала методом наименьших квадратов (LS) (метод основанный на минимизации разницы между принятыми данными и теоретическими значениями (используется почти во всей цифровой связи для определения характеристик канала передачи данных)):

Где  принятый пилотный символ (заранее известная последовательность сигналов),  известный переданный символ. В тригонометрической форме эта операция теряет смысл.
В результате описания данных проблем, можно сделать вывод: тригонометрия неплоха для описания одиночного гармонического сигнала, но непригодна для алгебраического анализа систем, состоящих из множества взаимодействующих компонент.
Пример:
Задача: Частотное смешение в приемнике
Условия:
Принимаемый сигнал: 
Локальный генератор приемника настроен на .
Задача: перенести сигнал в базовую полосу, чтобы получить частоту  (определить отклонение несущей)
Решение с комплексными числами 
1. Аналитический сигнал: 
2. Умножение на локальный генератор (комплексное смешение):
Локальный генератор (LO): 
Результат смешения:

3. Результат:
Сигнал перенесен в базовую полосу с частотой .
Количество операций: 1 комплексное умножение.
Решение с тригонометрией
1. Исходный сигнал:

2. Локальный генератор (синфазная и квадратурная компоненты):


3. Смешение одного канала:

Применяем основное тригонометрическое тождество:


4. Смешение для Q-канала:

Применяем основное тригонометрическое тождество:



5. Фильтрация:
После фильтрации низких частот остаются только компоненты 100кГц:


6. Восстановление частоты:

Количество операций: 2 умножения+ применение 2 тригонометрических тождеств + 2 фильтра + вычисление модуля операций. (2.5-3 раза больше затрат времени на выполнение в сравнении с кмоплексными числами).
Комплексные числа явно выигрывают по удобству использования и затратам по времени.
3. Вещественные матрицы размера 2x2  алгебраическая эмуляция (модулирование систем путем работы с уравнениями).
Существует изоморфизм между комплексными числами и подмножеством вещественных матриц размера 2x2:

Пусть , . Их произведение:

Матричное произведение:

Результат аналогичный. Однако это соответствие имеет существенные недостатки:
1. Вычислительная избыточность.
Умножение комплексных чисел требует 4 умножения и 2 сложения (действительных чисел).
Умножение матриц 2x2 требует 8 умножений и 4 сложения.
Это означает удвоение вычислительной сложности.
2. Потеря геометрической интуиции:
Операция умножения j соответствует повороту на 90° против часовой стрелки в комплексной плоскости. В матричной форме это:

Это оператор поворота, но эта интерпретация скрыта внутри матричной структуры. Инженеру приходится помнить, что данная матрица  это не просто набор чисел, а геометрическое преобразование.
3. Усложнение анализа систем:
При работе с MIMO-системами, где уже используется матричная алгебра, ввод дополнительных матриц для представления скалярных комплексных коэффициентов приводит к вложенной иерархии структур, что затрудняет анализ и увеличивает вероятность ошибок.
Пример:
Условие: В 5G-утсройстве с двумя передающими и двумя приемными антеннами требуется реализовать MMSE-равномерение (компнсировать искажения методом MMSE) для канала:

Решение с матрицами:
1. Представление коэффициентов: Каждый  заменяется матрицей:

Для  :

4. MMSE-равномерение: Вещественная модель сигнала (строится путем замены каждого комплексного элемента его матричным представлением):

Веса равномерения (применяются для компенсации искажений):

В итоге у нас получится матрица 4x4, и в таком случае придется делать 64 операции умножения.
Решение с комплексными числами
1. MMSE-равномерение:

Получится матрица 2x2: 8 операций умножения
Вывод: матричная эмуляция неэффективна и избыточна, потому что она требует гораздо больше математических операций чем действительные числа, в связи с чем практически не выполнима. [footnoteRef:45] [45:  Тсе Д., Вишванат П. «Основы беспроводной связи» (перевод с англ.).
] 

3. Гиперкомплексные числа (кватернионы, октонионы, бикомплексные числа, геометрическая алгебра)  расширения (комплексных чисел).
Процесс Кэли-Диксона позволяет рекрсивно сроить алгебры большой размерности:

Однако с каждым шагом теряется одно из фундаментальных алгебраических свойств:
У кватернионов отсутствует коммутативность (от перемены мест слагаемых(множителей) сумма меняется), а у октонионов коммутативность и ассоциативность (порядок выполнения операций влияет на результат).
Кватернионы ():
Имеют вид , с правилами .
Их главная особенность  некоммутативность: , но .
Это делает их непригодными для большинства задач цифровой связи, где требуется коммутативность для анализа каналов и фильтров.
Но можно использовать в:
Моделировании 3D вращений (не связано с радиосвязью);
Обработке сигналов с векторными антеннами чувствительными к поляризации.(нишевая задача, не затрагивающая массу систем)
Условие: Спутниковая система GNSS Galileo использует антенны с двойной поляризацией (правая и левая круговая).
Требуется разделить два потока данных на одной несущей частоте:
Решение кватернионами:
1. Представление сигнала:
Сигнал кодируется как , где i и j  правая и левая поляризации соответственно.
2. Умножение на канал: Канал . Для переданного символа :

Из-за некоммутативности порядок умножения критичен.
3. Демодуляция:
Алгоритм МНК (метода наименьших квадратов) требует решения , что в  не имеет замкнутого решения из-за отсутствия коммутативности.
Решение с комплексными числами
1. MIMO-модель:Канал [footnoteRef:46] [46:  Тсе Д., Вишванат П. «Основы беспроводной связи» (перевод с англ.).
] 


Где   коэффициент от правой к правой поляризации и т. д.
2. SVD-разложение:  позволяет разделить потоки: [9]

Декодирование:  
Комплексные числа явно обладают преимуществом в связи с их коммутативностью и совместимостью с другими приборами.
Октонионы ()
Потеря ассоциативности() делает из непрактичными для вычислений. Порядок операций становится критичным, что недопустимо в детерминированных системах связи (системах, где выходной сигнал полностью зависит только от входного сигнала и состояния системы).
Бикомплексные числа:
Имеют две мнимых единицы  где  и имеют вид , где , .
Из чего следует, что они сохраняют коммутативность, что позволяет использовать свертку в z-области.  (свертывание двух сигналов через z преобразование)
Применются только для обработки мета-сигналов в GNSS (Galileo E5), где два поднесущих объединены в один.(крайне узкая область).
Геометрическая алгебра (GA):
Обобщает векторы, кватернионы и комплексные числа. Однако ее элементы мултивекторы (суммы скаляров, векторов, бивекторов) не имеют однородной интерпретации.
Операция геометрического произведения  дает смешанный объект, что требует дополнительных проекций.
GA остается академической, не внедрена в промышленность из-за сложности и отсутствия поддержки ПО.
Ко всему выше сказанному можно добавить, что по теореме Гурвица, единственные нормированные алгебры деления над  это  Из них единственная двумерная и коммутативная  это . Именно двумерность соответствует физике: любой полосовой сигнал описывается двумя параметрами  амплитудой и фазой, или I/Q компонентами. [footnoteRef:47] [47:  Лаврентьев М.А., Шабат Б.В. «Методы теории функций комплексного переменного». Учебник.
] 

Вывод: Комплексные числа являются лучшим из возможных способов для решения задач в связи с тем, что они изначально могут описывать две величины (в нашем случаем амплитуду и фазу), также и с тем что они очень легко представляются на комплексной плоскости.

[bookmark: _Toc220614265]ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В процессе исследовательской работы мы рассмотрели понятие комплексных чисел, и их важность в науке и технике, а именно в цифровой связи. Проведенное исследование подтвердило гипотезу о том, что комплексные числа являются наиболее удобным способом для решения задач в области цифровой связи. Анализ истории комплексных чисел показал, как они из «воображаемых» значений, ранее отвергаемых математиками, превратились в фундамент для современных технологий. Их свойства делают их незаменимыми в инженерии, и поэтому они стали стандартом для разработки и использования телекоммуникаций
Однако стоит отметить и ограничения: в узкоспециализированных задачах (например, обработка 3D поляризации в спутниковых системах) гиперкомплексные числа или геометрическая алгебра могут быть полезными.
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