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Введение
Теория чисел, традиционно именуемая высшей арифметикой, представляет собой один из наиболее фундаментальных и исторически значимых разделов математического знания. В классическом понимании она изучает свойства целых чисел и операции с ними, однако развитие математической мысли в XIX–XX веках значительно расширило её предметное поле. В современной трактовке теория чисел включает анализ алгебраических и трансцендентных чисел, исследование арифметических функций, изучение структур числовых полей и колец, а также применение аналитических, алгебраических, геометрических и вероятностных методов к широкому спектру задач, возникающих в математике и смежных дисциплинах. Таким образом, теория чисел представляет собой сложную междисциплинарную область, объединяющую методологию нескольких крупных математических направлений.
Историческое развитие теории чисел демонстрирует постепенный переход от эмпирических вычислительных процедур к строгой аксиоматической и аналитической методологии. Уже в Древнем Египте и Вавилоне возникают первые систематизированные наборы числовых таблиц, содержащих значения произведений, обратных чисел, квадратов и кубов. Эти таблицы свидетельствуют о развитии ранних алгоритмов и приближённых методов расчёта, что можно рассматривать как зарождающуюся форму числового анализа. Особый интерес представляют вавилонские методы конструирования пифагоровых троек — решений уравнения (a^2 + b^2 = c^2). Многократное появление пятизначных чисел и регулярность структур троек предполагают существование неизвестных нам общих алгоритмических схем, что делает эти тексты предметом исследования с точки зрения истории вычислительных методов.
Античная греческая математика внесла существенный вклад в формирование классических методов теории чисел. Пифагорейцы осуществили одну из первых попыток классификации чисел, введя понятие «фигурных чисел» и разграничив числа на простые и составные, чётные и нечётные. Уже в этот период появляются первые доказательные структуры, ориентированные на анализ свойств делимости. Существенный прогресс связан с трудами Евклида, который в VII–IX книгах «Начал» заложил основы теории делимости, сформулировав алгоритм Евклида для нахождения наибольшего общего делителя и доказав фундаментальные результаты, включая бесконечность множества простых чисел. Эти методы, основанные на строгом дедуктивном подходе, можно рассматривать как предшественники элементарных методов современной теории чисел.

Существенно иное направление развилось благодаря Диофанту Александрийскому, чьи исследования неопределённых уравнений (ныне называемых диофантовыми) положили начало систематическому поиску целочисленных и рациональных решений алгебраических уравнений. Диофант использовал методы, по сути являющиеся прообразами современной алгебраической геометрии: поиск рациональных точек на кониках, построение новых решений на основе известных, применение параметризации. Эти подходы демонстрируют раннее соединение геометрического и алгебраического методов, что в дальнейшем стало ключевым элементом геометрической теории чисел.
Большой вклад в развитие методов решения числовых задач внесли индийские и китайские математические школы. Китайская теорема об остатках, сформулированная в трактате Сунь Цзы, представляет собой один из первых примеров строгого подхода к решению систем сравнений. Индийские математики разработали алгоритмы решения линейных и квадратичных диофантовых уравнений, фактически предвосхитив методы, интегрированные позднее в европейскую математическую традицию.
Радикальный переход к современному уровню строгой математической методологии произошёл в Новое время. Пьер Ферма предложил ряд принципиально новых сформулировок, определивших развитие элементарных методов: малую теорему Ферма, задачи о представлении чисел, а также великую теорему Ферма, оказавшую глубокое влияние на дальнейшие исследования. Леонард Эйлер расширил инструментарий теории чисел, систематизируя идею производящих функций и впервые широко применив методы математического анализа к арифметическим задачам. Именно с работ Эйлера начинается становление аналитической теории чисел как самостоятельного направления.
XIX век ознаменовался формированием целого спектра новых методов. Гаусс создал теорию сравнений и дал формулировку квадратичного закона взаимности, который стал краеугольным камнем алгебраической теории чисел. Дирихле разработал аналитические методы исследования арифметических прогрессий, что позволило доказать бесконечность числа простых в прогрессиях вида (nk + l). Работы Чебышёва заложили основу строгих асимптотических методов анализа распределения простых чисел, что в дальнейшем привело к формулировке и доказательству теоремы о распределении простых чисел.

В параллель с аналитическим подходом развивалась алгебраическая теория чисел, основанная на исследованиях Куммера, Дедекинда и других учёных. Создание теории числовых полей, идеалов и алгебраических расширений позволило сформировать строгие методы анализа арифметики обобщённых числовых структур. Появление концепции идеальных разложений стало ключевым шагом в преодолении трудностей отсутствия уникальности разложения в некоторых числовых системах.
Одновременно развивались методы диофантовых приближений и теория трансцендентных чисел. Показав трансцендентность чисел (e) и (π), Эрмит и Линдеман заложили основу направления, ориентированного на оценку приближений алгебраических чисел рациональными. Это направление стало важным элементом современной теории числовых аппроксимаций.
Аналитический аспект теории чисел получил мощное развитие благодаря Риману, который предложил исследовать распределение простых чисел посредством анализа дзета-функции. Гипотеза Римана остаётся центральной нерешённой проблемой математики, а методы комплексного интегрирования, использованные им и его последователями (Адамаром, де ла Валле Пуссеном), сформировали фундамент анализа арифметических функций.
В XX веке возникли новые высокоэффективные методологические направления: тригонометрические суммы Виноградова, круговой метод Харди — Литлвуда, дисперсионный метод Линника. Эти методы позволили получить глубокие результаты в аддитивных задачах, исследовании представимости чисел степенями, оценках распределения простых чисел и решении сложных диофантовых уравнений.
Современная теория чисел представляет собой совокупность четырёх основных методологических направлений — элементарного, аналитического, алгебраического и геометрического. Каждое из них имеет собственный набор техник, алгоритмов, подходов к формулировке и решению задач. Методы теории чисел применяются в криптографии, теории кодирования, алгоритмической теории сложности, компьютерной безопасности, а также в широком спектре вычислительных задач.
Несмотря на многовековое развитие, теория чисел остаётся областью, богатой нерешёнными проблемами и открытыми вопросами, требующими комплексного применения аналитических, геометрических, алгебраических и вероятностных подходов. Именно сочетание разнообразного инструментария, строгой методологии и высокой теоретической значимости определяет уникальное положение теории чисел в современном научном знании.
В связи с развитием информационных технологий оказалось, что многие задачи теории чисел, ранее имевшие чисто теоретический интерес, в XXI веке можно успешно применить для организации защищенного обмена информацией в компьютерных сетях. Так, развитие теоретико-числовых алгоритмов привело к созданию систем шифрования, основанных на задаче разложения больших чисел на простые множители, а также систем цифровой подписи, использующих свойства конечных полей и эллиптических кривых.
Глава 1. Методы теории чисел
По своим методам теория чисел делится на четыре части: элементарную, аналитическую, алгебраическую и геометрическую. Методы теории чисел широко применяются в криптографии, вычислительной математике, информатике.
В элементарной теории чисел целые числа изучаются без использования методов других разделов математики. Среди основных тематических направлений элементарной теории чисел можно выделить следующие:
1) [bookmark: _Hlk215250428]Теория делимости.
2) [bookmark: _Hlk215255614]Алгоритм Евклида для вычисления наибольшего общего делителя.
3) Разложение числа на простые множители и основная теорема арифметики.
4) Теория сравнений по модулю, решение сравнений.
5) Цепные дроби, теория приближений.
6) Диофантовы уравнения, то есть решение неопределённых уравнений в целых числах.
7) Изучение некоторых классов целых чисел — совершенные числа, числа Фибоначчи, фигурные числа и др.
8) Малая теорема Ферма и её обобщение: теорема Эйлера.
9) Нахождение пифагоровых троек, задача о четырёх кубах.
10) Занимательная математика — например, построение магических квадратов. 
В аналитической теории чисел для вывода и доказательства утверждений о числах и числовых функциях используется мощный аппарат математического анализа (как вещественного, так и комплексного), иногда также теория дифференциальных уравнений. Это позволило значительно расширить тематику исследований теории чисел. В частности, в неё вошли следующие новые разделы:
1)	Распределение простых чисел в натуральном ряду и в других последовательностях (например, среди значений заданного многочлена).
2)	Представление натуральных чисел в виде сумм слагаемых определённого вида (простых чисел, степеней, фигурных чисел и т. д.), 
3)	Диофантовы приближения.
В алгебраической теории чисел понятие числа расширяется, в качестве алгебраических чисел рассматривают корни многочленов с рациональными коэффициентами. При этом аналогом целых чисел выступают целые алгебраические числа, то есть корни унитарных многочленов с целями коэффициентами. В отличие от целых чисел в кольце целых алгебраических чисел не обязательно выполняется свойство факториальности, то есть, единственности разложения на простые множители. Алгебраическая теория чисел включает в себя такие разделы, как:
1) Теорию дивизоров
2) Теорию Галуа
3) Теорию полей классов
4) Дзета- и L-функции Дирихле
5) Когомологии групп
Геометрическая теория чисел (геометрия чисел) — раздел теории чисел, изучающий теоретико-числовые проблемы с применением геометрических методов. Объект изучения — пространственные решётки — системы точек с целочисленными координатами (в прямоугольной или косоугольной системе координат). Геометрическая теория чисел включает в себя такие разделы, как:
1) Теорема Минковского о выпуклом теле — устанавливает условия существования ненулевых целых точек в симметричных областях. 
2) Теорема о подпространстве В. М. Шмидта
В данном проекте рассматривается материал по теории чисел для решения №19 ЕГЭ по профильной математике.


1.1 Элементарная теория чисел
1.1.1) Делимость.
Определение: Целое число a делится на целое число b ≠ 0, если существует целое число c, такое что a = b · c.
Если число a делится на число b, то мы будем использовать следующее обозначение: a ⋮ b.
Определение: Натуральное число большее 1 называется простым, если оно делится на себя и 1. В ином случае число называется составным.
Замечание: Число 1 не является ни простым, ни составным.
Определение: Число a и b называются взаимно простыми, если у них нет общих делителей, кроме 1.
Отметим важные свойства делимости, которые нужны при решении задач:
1. Если a ⋮ b и с ⋮ b, то a ± c ⋮ b и a · c ⋮ b.
2. Если a ⋮ b и a ⋮ c и при этом b и c взаимно просты, то a ⋮ bc.
1.1.2) Признаки делимости.
 Число делится на 2 тогда и только тогда, когда последняя цифра чётна (то есть если его последняя цифра это 0, 2, 4, 6 или 8).
Важно отметить, что 0 – чётен.
Число делится на 2n (5n) тогда и только тогда, когда число, образованное его последними n цифрами, делится на 2n (5n).
Число делится на 5 тогда и только тогда, когда последняя цифра 0 или 5.
 Число делится на 3(9) тогда и только тогда, когда сумма цифр числа делится на 3(9)
Число делится на 11 тогда и только тогда, когда сумма цифр на нечётных местах минус сумма цифр на чётных местах делится на 11 или равна 0.
Число делится на 7, 13 если знакопеременная сумма триад цифр с конца делится на 7, 13.
1.1.3) Четность
Определение: Целое число чётно, если оно делится на 2. Иначе оно нечётно.


Заметим, что
• Сумма (или разность) двух чётных чисел – чётное число.
• Сумма (или разность) чётного и нечётного чисел – нечётное число.
• Сумма (или разность) нечётных чисел – чётное число.
• Произведение двух чётных чисел – чётное число.
• Произведение чётного и нечётного чисел – чётное число.
• Произведение двух нечётных чисел – нечётное число.
1.1.4) Десятичная запись.
Рассмотрим число 25. Мы его можем представить в следующем виде 25 = 2 · 10 + 5.
В общем случае двузначное число мы можем представить следующим образом ab =10a + b.
Трёхзначные числа можно представлять похожим образом: 123 = 1 · 100 + 2 · 10 + 3. В общем виде: abc = 100a + 10b + c.
Таким же образом можно действовать с числами любой длины.
Часто в задачах нас будет интересовать только последняя цифра числа. Пусть b –последняя цифра числа x, тогда x можно представить следующим образом: x = 10a+b.
[bookmark: _Hlk215256438]Например, 1234 = 123 · 10 + 4.
1.1.5) Простые и составные числа
Определение: Натуральное число большее 1 называется простым, если оно делится только на себя и на 1. Иначе число называется составным.
Число 1, простым не является.
1.1.6) Разложение на простые множетели.
Основная теорема арифметики: Любое натуральное число единственным (с точностью до перестановки множителей) образом представимо в виде произведения простых чисел.
1.1.7) НОД и НОК
Определение: Наибольшим общим делителем группы чисел называется наибольшее число, на которое делится каждое число из группы.
Наибольший общий делитель двух чисел a и b будем обозначать НОД(a, b).
Определение: Наименьшим общим кратным группы чисел называется наименьшее число, которое делится на каждое число из группы.
Наименьшее общее кратное двух чисел a и b будем обозначать НОК(a, b).
[bookmark: _Hlk215256372]Определение: Если НОД(a, b) = 1 и НОК(a, b) = ab , то числа a и b называются взаимно простыми.
НОК(a, b) · НОД(a, b) = ab
1.1.8) Алгоритм Евклида для вычисления наибольшего общего делителя и наименьшего общего кратного.
Алгоритм Евклида для НОД: 
1) Большее число разделить на меньшее.
2) Если остаток от деления не ноль, то взять меньшее число и остаток, и повторить шаг 1.
3) Когда остаток равен нулю, меньшее число и будет НОД.
1.1.9) Квадратные уравнения 
Теорема Виета: Если x1, x2 - корни уравнения ax2+bx+c=0, то
x1+ x2=-b
x1*x2=c
Дискриминант вычисляем по формуле: D=b2-4ac
Если D>0, уравнение имеет два корня 
Если D=0, уравнение имеет один корень 
Если D<0, уравнение не имеет корней
Пример. Уравнение 𝑥2−𝑝𝑥+𝑞=0 имеет два натуральных корня.
а) Пусть 
𝑞=5, чему равен 𝑝?
б) Может ли быть так, что 
𝑝<11 и 𝑞>30?
в) Может ли быть так, что 
𝑝<13 и 𝑞>30?
Решение: а) Пусть 
𝑥1, 𝑥2 - корни нашего уравнения. Из теоремы Виета получаем, что
𝑥1+𝑥2=𝑝, 𝑥1𝑥2=𝑞
Так как корнями нашего уравнения являются натуральные числа, то из того, что 𝑥1𝑥2=5 заключаем, что один из корней равен 1, а другой равен 5, значит их сумма равна 6 и 𝑝=6.
б) Так как по условию корни уравнения натуральные числа, то ограничения на 𝑝 и 𝑞 мы можем записать в следующем виде: 0<𝑝 ≤ 10 и 𝑞≥31. Так как уравнение имеет два корня, то дискриминант должен быть строго больше 0. Запишем дискриминант нашего уравнения:
[bookmark: _Hlk219647010]𝐷=𝑝2−4𝑞>0⟹𝑝2>4𝑞>124.
При этом 𝑝2 ≤ 100. Значит, неравенство 𝐷>0 не может быть выполнено.
в) Приведём пример, когда это выполнено. Возьмём 𝑝=12 и 𝑞=35. В этом случае получаем уравнение 𝑥2−12𝑥+35=0. Его корнями будут 𝑥=5 и 𝑥=7.
1.1.10) Арифметическая прогрессия
Определение: Последовательность 𝑎1,𝑎2,𝑎3,…,𝑎𝑛 называется арифметической прогрессией, если каждый её член, начиная со второго, получен из предыдущего добавлением фиксированного числа 𝑑, называемого разностью прогрессии:
𝑎1, 𝑎1+𝑑, 𝑎1+2𝑑, 𝑎1+3𝑑,…
Напишем общую формулу 𝑛-го члена прогрессии: 
𝑎𝑛=𝑎1+(𝑛−1)𝑑.
Пример 1. Вычислить сумму 1+2+3+…+100
Решение: Разобьём числа в сумме на пары следующим образом: (1, 100), (2, 99), (3, 98), …, (50, 51). Заметим, что сумма чисел в каждой паре равна 101, всего таких пар 50, поэтому:
1+2+3+…+100=101⋅50=5050.
Пример 2. Вычислить сумму 1+2+3+…+100+101.
Решение: В данном случае мы не сможем разбить все числа на пары, так как у нас нечётное количество чисел. Эту проблему можно обойти следующим образом: сгруппируем все числа, кроме числа 51 также, как в предыдущем примере: (1, 101), (2, 100), (3, 99), …, (50, 52). Сумма чисел в каждой паре равна 
102=51⋅2
102=51⋅2, всего таких пар 50 штук, тогда получаем:
1+2+3+…+100+101=51⋅2⋅50+51=51⋅101=5151.
Подобное рассуждение в общем случае приводит нас к формуле суммы 𝑛 первых членов арифметической прогрессии: 𝑆𝑛=𝑎1+…+𝑎𝑛=((𝑎1+𝑎𝑛))/2)⋅𝑛.
Пример 3. Второй член прогрессии равен 5. Найдите сумму первых трёх членов.
Решение: 𝑎2=5, тогда 
𝑎1=5−𝑑, 𝑎3=5+𝑑. Тогда:
𝑎1+𝑎2+𝑎3=5−𝑑+5+5+𝑑=15.
Заметим, что в общем случае мы получаем формулу:
(𝑎𝑚−1+𝑎𝑚+1)/2=𝑎𝑚
Также верна следующая формула:
(𝑎𝑚−𝑘+𝑎𝑚+𝑘)/2=𝑎𝑚.
1.1.11) Геометрическая прогрессия 
[bookmark: _Hlk219648742]Определение: Последовательность 𝑏1, 𝑏2,𝑏3, ..., 𝑏𝑛 называется геометрической прогрессией, если каждый её член, начиная со второго, получен из предыдущего умножением на фиксированное ненулевое число 𝑞, называемое знаменателем прогрессии: 
𝑏1,𝑏1𝑞,𝑏1𝑞2, 𝑏1𝑞3, ... 
Напишем общую формулу 𝑛-го члена прогрессии: 
𝑏𝑛=𝑏1𝑞𝑛−1. 
Пример 1. Вычислить сумму:
1+2+4+...+210
Решение: Нам нужно найти сумму 𝑆 геометрической прогрессии с начальным членом 𝑏1=1 и знаменателем 𝑞=2. Рассмотрим удвоенную сумму нашей прогрессии: 
2𝑆=2+4+8+...+211. 
Тогда:
2𝑆−𝑆=𝑆=(2+4+8+...+211)−(1+2+4+...+210)=211−1=2047
Получим формулу суммы произвольной геометрической прогрессии 𝑏1, 𝑏2,𝑏3, ..., 𝑏𝑛 со знаменателем 𝑞:
Тогда: 
𝑆𝑛=𝑏1+𝑏2+...+𝑏𝑛.
qSn=qb1+qb2+...qbn=b2+b3+...bn+1
Тогда:
𝑞𝑆𝑛−𝑆𝑛=(𝑞−1)𝑆𝑛=(𝑏2+𝑏3+...+𝑏𝑛+1)−(𝑏1+𝑏2+...𝑏𝑛)=𝑏𝑛+1−𝑏1⇔
𝑆𝑛=(𝑏𝑛+1−𝑏1)/(𝑞−1)= 𝑏1*(𝑞𝑛−1)/(𝑞−1)
Пример 2. Для геометрической прогрессии известно, что 𝑏3=4. Найдите 
[bookmark: _Hlk219649840]𝑏1⋅𝑏2⋅𝑏3⋅𝑏4⋅𝑏5.
Решение: 𝑏4=𝑞𝑏3, 𝑏5=𝑞2𝑏3, 𝑏2=𝑏3𝑞-1 и 𝑏1=𝑏3𝑞-2. Тогда получаем:
𝑏1⋅𝑏2⋅𝑏3⋅𝑏4⋅𝑏5=𝑏3/𝑞2⋅𝑏3/𝑞⋅𝑏3⋅𝑞𝑏3⋅𝑞2𝑏3=𝑏35=45=1024
В общем случае верна следующая формула: 
𝑏𝑚−𝑘⋅𝑏𝑚+𝑘=𝑏m2.
1.1.12) Среднее арифметическое
 Есть 50 синих и красных карточек. На них написаны числа. Среднее арифметическое всех чисел равно 16. Если числа на синих увеличить вдвое, то среднее арифметическое будет 31,2. Найдите сумму на красных карточках.
Решение: Пусть на красных карточках сумма равна x, на синих y. Сумма чисел на всех карточках равна x + y. Тогда среднее арифметическое равно (x + y)/50. То есть(x + y)/50 = 16.Если числа на синих карточках увеличить вдвое, то получим (x + 2y)/50 = 31.2.Имеем:x + y = 800,x + 2y = 1560.
y = 760,
x = 40.
То есть сумма на красных карточках равна 40.
Пример 2. В течение четверти учитель ставил школьникам оценки "1", "2", "3", "4", "5". Среднее арифметическое оценок оказалось 4,7.
а) Найдите наименьшее возможное число оценок.
б) Найдите наименьшее возможное число оценок, если одна из них "1".
Решение: Пусть S - сумма оценок, n - количество оценок.
а) Имеем: S / n = 4.7 = 47 / 10.
То есть 10S = 47n.
Числа 47 и 10 взаимно просты, поэтому n должно делиться на 10. Тогда наименьшее возможное n равно 10. При данном n можно построить следующий пример: учитель поставил 7 пятёрок и 3 четвёрки.
б) n = 10 нам уже не подходит, потому что в этом случае максимально возможное S - это 9 * 5 + 1 * 1 = 46. При этом число n всё ещё должно делиться на 10, поэтому далее рассмотрим случай n = 20. Построим следующий пример: 1 ученик получает оценку "1", 1 ученик получает оценку "3" и остальные 18 учеников получают оценку "5". Тогда S = 18 * 5 + 3 + 1 = 94 и среднее арифметическое равно 94 / 20 = 4.7.
Пример 3. На доске написано более 40, но менее 48 целых чисел. Среднее арифметическое всех чисел равно 3, среднее арифметическое положительных равно 4, среднее арифметическое отрицательных равно -8. Сколько чисел написано на доске?
Решение: Пусть всего у нас n чисел, x положительных чисел, y отрицательных чисел и z нулей, тогда x + y + z = n. Сумма всех чисел с одной стороны равна 3n, с другой стороны 4x - 8y. Тогда получаем:
4x - 8y = 3n.
Тогда n должно делиться на 4. Существует только одно число в промежутке (40, 48), которое делится на 4, это 44, то есть n = 44.
1.1.13) Диофант линейный
Решение линейного уравнения с несколькими в целых числах.
Пример 1. Решить уравнение 3х + 2y = 7 в целых числах.
Решение: Заметим, что х = 1 и у = 2 – решение. Есть ли ещё решения? Да, например, (3, -1), (5, -4) или (7, -7). Как найти все решения? Можно заметить, что решения по х идут с шагом 2 (1, 3, 5, 7), а решения по у идут с шагом 3 (2, -1, -4, -7). Выразим в нашем уравнении у: y = 7/2 - 3/2x.
Если х – чётное число, (7 - 3x)/2 – нецелое число. Если х – нечётное число, тогда 7 - 3x – чётное число, а значит (7 - 3x)/2 – целое. Таким образом, в качестве х нам подходят все нечётные числа, то есть х = 1 + 2t (где t пробегает все целые числа). Тогда можем найти все у:
[bookmark: _Hlk220407918]y = (7 - 3(1 + 2t))/2 = (4 - 6t)/2 = 2 - 3t.
То есть нам подходят любые пары (1 + 2t, 2 - 3t), где t ∈ Z.
[bookmark: _Hlk220407937]Дадим геометрическую интерпретацию. 3х + 2y = 7 это уравнение некоторой прямой. Возьмём стартовую точку (1, 2) и тогда каждый раз двигаясь либо на 3 единицы вниз и на 2 вправо или на 3 единицы вверх и на 2 влево, мы будем попадать в целочисленные точки нашей прямой.
[bookmark: _Hlk220413667](Рис. 1 - График уравнения 3х + 2y = 7)
1.1.14) Диофант квадратичный
Решение квадратных уравнений с несколькими неизвестными в целых числах.
Пример 1. Решить уравнение 2x² + xy = x + 7 в целых числах.
Решение: Перепишем уравнение в следующем виде:
2x²+xy-x-7 = 0, что эквивалентно x(2x+y-1) = 7.
7 — простое число, поэтому произведение двух чисел равно 7 только если одно число равно 1, а другое равно 7 или одно число равно -1, а другое -7. Рассмотрим случаи:
Если x = 7 и 2x+y-1 = 1. Тогда y = -12. Получаем решение (7, -12).
Если x = -7 и 2x+y-1 = -1. Тогда y = 14. Получаем решение (-7, 14).
Если x = 1 и 2x+y-1 = 7. Тогда y = 6. Получаем решение (1, 6).
Если x = -1 и 2x+y-1 = -7. Тогда y = -4. Получаем решение (-1, -4).
Пример 2. Решить уравнение 3xy + 2x + 3y = 0 в целых числах.
Решение:
3xy+2x+3y=0 => 3y(x+1)+2x=0 => 3y(x+1)+2(x+1)=2 => (3y+2)(x+1) = 2. Рассмотрим случаи:
Если 3y + 2 = 2 и x + 1 = 1. Тогда x=0 и y = 0. Получаем решение (0, 0).
Если 3y + 2 = 1 и x + 1 = 2. Тогда y = -1/3 — не подходит.
Если 3y + 2 = -2 и x + 1 = -1. Тогда y = -4/3 — не подходит.
Если 3y + 2 = -1 и x + 1 = -2. Тогда x = -3 и y = -1. Получаем решение (-3, -1).
Пример 3. Решить уравнение x² + 4xy + 13y² = 59 в целых числах.
Решение: Перепишем уравнение в следующем виде:
x²+4xy + 4y²+9y² = 59 => (x+2y)²+9y² = 59.
Так как (x + 2y)² >= 0 и 9y² >= 0, то 9y² <= 59, то есть y² <= 59/9, что примерно равно 6.55. Значит для y имеем следующие варианты: 0, ±1, ±2. Рассмотрим случаи:
y = 0, тогда x² = 59. Такое невозможно, так как 59 не является полным квадратом.
y = ±1, тогда (x±2)² = 50. Такое также невозможно, потому что 50 не является полным квадратом.
Если y = ±2, то (x±4)² = 23. Этот случай также не даёт нам решений.
Таким образом, наше уравнение не имеет решений.
1.1.15) Количество делителей
Пример 1. Найдите количество натуральных делителей чисел а) 10; б) 20; в) 500; г) 2000. 
Решение: 
а) Перечислим делители числа 10: 1, 2, 5, 10. То есть всего 4 делителя.
б) Перечислим делители числа 20: 1, 2, 4, 5, 10, 20. Получаем 6 делителей.
в) Число 500 уже слишком большое, чтобы вручную перебирать все делители этого числа. 
Общая формула количества делителей 
Рассмотрим общий случай: пусть у нас есть число n и мы знаем его разложение на простые множители: 
n=p1α1⋅p2α2⋅…⋅pmαm
Тогда все делители числа n можно представить в следующем виде: 
k=p1β1⋅p2β2⋅…⋅pmβm. Причём 
[bookmark: _Hlk219656564][bookmark: _Hlk219656590]0≤𝛽1≤𝛼1; 0≤𝛽2≤𝛼2; ...; 0≤𝛽𝑚≤𝛼𝑚.
[bookmark: _Hlk219656618]То есть для  𝛽1,у нас есть 𝛼1+1 вариантов, для  𝛽2,у нас есть 𝛼2+1 вариантов
По итогу общее число делителей числа n можно найти по следующей формуле: 
(𝛼1+1) · (𝛼2+1) · ... · (𝛼𝑚 + 1). 
Разложим число 500 на простые множители: 
500=22⋅53
Тогда по нашей формуле число 500 имеет (2+1) · (3+1) = 12 делителей. 
г) Разложим число 2000 на простые множители: 
2000=24⋅53
Тогда получаем (4+1)·(3+1) = 20 делителей. 
1.2 Аналитическая теория чисел
1.2.1)Комбинаторика 
Пример 1. Сколько способов выбрать 4 элемента из множества, состоящего из а) 4 элементов? б) 5 элементов? в) 6 элементов? г) 10 элементов?
Решение:
а) Есть лишь 1 способ выбрать 4 элемента из 4-х элементного множества: выбрать все
элементы.
б) Заметим, что для выбора 4 элементов из 5 нам нужно выбрать 1 элемент, который мы не выберем, то есть мы получаем 5 способов выбрать 4 элемента из 5.
[bookmark: _Hlk219744761][bookmark: _Hlk219744800]в) Рассуждение из предыдущего пункта сработает и тут: выбрать 4 элемента из 6 – это то же самое, что и выбрать 2 элемента из 6, которые мы не возьмём. У нас есть 6 позиций для первого элемента который мы не возьмем, тогда для второго элемента у нас 5 позиций ,так как элементы одинаковые мы делим это на 2.
(6 · 5)/2=15
г) Для первого элемента у нас есть 10 вариантов выбора, для второго остается 9 вариантов, для третьего — 8 вариантов, а для четвертого — 7 вариантов.
Перемножаем их:
10⋅9⋅8⋅7=5040
Так как порядок выбора элементов нам не важен (наборы из одних и тех же элементов считаются одинаковыми), нам нужно разделить полученное число на количество способов, которыми эти 4 элемента могут поменяться местами между собой.
Для 4 элементов это: 4⋅3⋅2⋅1=24
Разделим общее количество комбинаций на количество повторов:
5040/24=210
Таким образом мы можем вывести формулу. Если мы хотим выбрать (без учёта порядка) какие-то k элементов из множества, состоящего из n элементов, то это можно сделать
C(n, k) = n! / (k! * (n-k)!)
способами.
Пример 2. Сколько способов выбрать из 10 учеников а) старосту и зама? б) двух дежурных?
Решение: а) Выбрать старосту мы можем 10 способами, после этого остаётся 9 вариантов для выбора зама. Тогда всего имеем 10 * 9 = 90 способов.
б) Рассуждать также, как и в предыдущем пункте нельзя. Действительно, если у нас есть два ученика Петя и Маша, то вариант, при котором Петя становится старостой, а Маша замом, отличается от варианта, при котором Петя зам, а Маша староста. В случае выбора дежурных нам лишь нужно выбрать пару учеников, которые будут одинаковыми дежурными, то есть каждая пара учеников даёт лишь один вариант их выбора в качестве дежурного, тогда как в первом пункте каждая пара учеников давала 2 варианта выбора их старостой и замом. Отсюда мы получаем, что вариантов выбрать двух дежурных в два раза меньше, чем вариантов выбрать старосту и зама, то есть 90 / 2 = 45.
Эту задачу можно решить и с помощью формулы числа сочетаний. Действительно, нам нужно выбрать из 10 учеников 2 ученика, которые будут дежурными, и порядок их выбора не важен, значит всего мы имеем
C(10, 2) = 10! / (2! * 8!) = (10 * 9) / 2 = 45.
Пример 3. В турнире участвуют 8 спортсменов, причём каждый играет с каждым (по одному разу). Сколько всего было сыграно матчей?
Решение 1: Нам нужно найти количество пар спортсменов, которые мы можем составить (без учёта порядка). Это можно сделать
C(8, 2) = 8! / (2! * 6!) = 28 способами.
Решение 2:
Для того чтобы составить пару игроков, у нас есть 8 вариантов выбора первого спортсмена.
Когда первый спортсмен выбран, для него остается 7 потенциальных противников, с которыми он еще не играл.
Перемножаем эти варианты: 8 * 7 = 56.
В числе 56 мы посчитали каждый матч дважды. Например, матч «Иванов против Петрова» и матч «Петров против Иванова» — это одна и та же игра.
Так как в паре всего 2 спортсмена, они могут поменяться местами между собой 2 * 1 = 2способами.
Делим полученное число на 2: 56 / 2 = 28.
Пример 4. Сколько существует трёхзначных чисел, сумма цифр которых равна 5?
Решение: Будем рассуждать следующим образом: представим наше число как последовательность 0 и 1. Например, пусть у нас есть число 123: сначала поставим несколько 1 в количестве, равном первой цифре нашего числа, то есть одну единицу, после этого поставим 1 раз цифру 0; далее поставим 2 раза по 1 и после 1 раз 0; после этого поставим 3 единицы. Получим такую последовательность: 10110111. Если на какой-то позиции в нашем числе стоит 0, то на соответствующем месте мы не ставим ничего. Например, числу 203 соответствует последовательность 1100111. Заметим, что если сумма цифр числа равна 5, то в нашей последовательности будет ровно 5 раз по 1 и 2 раза по 0 (при этом на первом месте обязательно должна стоять цифра 1). Тогда нам нужно найти количество таких последовательностей: нам нужно выбрать два места для цифры 0 (доступны все, кроме первого), это можно сделать
C(6, 2) = 6! / (2! * 4!) = 15.
Или фиксируем положение первого нуля, тогда для второго остается 5 мест, так как они одинаковые делим на 2.
6*5/2=15
Тогда единицы выставляются однозначно, то есть всего у нас 15 трёхзначных чисел, сумма цифр которых равна 5.
1.2.2) Оценка+пример
Пример 1. На доске написаны числа 1, 2, 3, ..., 30. За один ход можно стереть три числа, сумма которых меньше 35. Суммы не повторяются. Найдите наибольшее число ходов.
Если мы захотим сделать 6 ходов, нам потребуется стереть 6×3=18 чисел. При условии, что числа теперь начинаются с 3, возьмем самые маленькие доступные числа (от 3 до 20), чтобы их общая сумма была минимальной:
𝑆𝑚𝑖𝑛=(3+20)/2⋅18=23⋅9=207
По правилам сумма каждой тройки должна быть меньше 35 (максимум 34) и суммы не должны повторяться. Максимально возможная сумма для 6 разных ходов:
𝑆𝑚𝑎𝑥 =34+33+32+31+30+29=189
Так как минимальная сумма чисел (207) больше максимально допустимого лимита (189), совершить 6 ходов невозможно. 
Шаг 2: Оценка возможности 5 ходов 
Для 5 ходов нужно стереть 15 чисел. Возьмем числа от 3 до 17. Их сумма:
𝑆𝑚𝑖𝑛=3+172⋅15=10⋅15=150
Максимально допустимая сумма для 5 разных ходов:
𝑆𝑚𝑎𝑥=34+33+32+31+30=160
Так как 150<160, совершить 5 ходов теоретически возможно.
 3. Пример для 5 ходов:
3, 14, 17 (сумма 34)
4, 13, 16 (сумма 33)
5, 12, 15 (сумма 32)
6, 10, 11 (сумма 27)
7, 8, 9 (сумма 24)
Все условия соблюдены: использованы разные числа от 3 до 17, суммы везде меньше 35 и ни одна сумма не повторяется.
Ответ: 5.
Пример 8. Число 𝑛=𝑎𝑏𝑐𝑑 счастливое, если 
𝑎≠𝑏≠𝑐≠𝑑 и 𝑎+𝑏=𝑐+𝑑. Найдите наименьшее простое 𝑝, такое, что 𝑛 никогда не делится на 𝑝.
Решение: Заметим, что 4682:2, 3690:3, 3690:5 и 9128:7, то есть 𝑝≥11. Докажем, что 𝑝=11 нам подходит. Пусть 𝑎𝑏𝑐𝑑∶11, тогда𝑏+𝑑−𝑎−𝑐∶11
При этом 𝑏=𝑐+𝑑−𝑎, значит 2(𝑑−𝑎)∶11.
При этом 
−18<2(𝑑−𝑎)<18 и 2(𝑑−𝑎) чётное число. Значит 2(𝑑−𝑎)=0 и 𝑎=𝑑, но такое невозможно по условию. Получаем противоречие. То есть счастливое число 𝑎𝑏𝑐𝑑 никогда не делится на 11.
Глава 2. Решение задач по теории чисел с использованием различных методов
[bookmark: _Hlk220344222]2.1 Решение задачи с помощью алгебраической теории чисел
На доске написано 10 различных натуральных чисел. Известно, что среднее арифметическое любых четырех или семи чисел является целым числом.
а)  Могут ли на доске одновременно быть записаны числа 563 и 1417?
б)  Может ли одно из записанных на доске чисел быть квадратом другого, если среди записанных на доске чисел есть число 563?
в)  Пусть среди записанных чисел есть 1 и n2, где n2 - натуральное число, большее единицы. Найдите наименьшее возможное n.
а)Представляем числа в виде переменных и создаем систему  a+b+c+d:4 так как суммы любых четырех чисел делятся на 4 ,заменяем последнюю переменную другой a+b+c+r:4.Вычтем из первого уравнения второе и получим  d-r:4 .С 7 делаем тоже самое .
Из этого следует что все числа имеют одинаковый остаток при делении (при вычитании наши остатки уничтожаются) на 4 и 7. Так как 4 и 7 взаимнопростые имеют одинаковый остаток при делении на 28.
Тогда 563:4 (3 ост ) и 1417:4 (1 ост ) из этого следует что числа не могут быть вместе в одном списке, так как остатки разные
б) Рассмотрим как делится квадрат четного и нечетного числа на 4.
(2n)2=4n2 :4 (0 ост)
(2n+1)2=4n2+1 (1 ост) 
563 :4 (3 ост ) 
Из этого следует что остатки разные, а значит такого быть не может 
в) 1:28 (1 ост). Тогда n2 тоже должен иметь остаток 1 при делении на 28
Тогда нужно чтобы n2-1:28
(n-1)(n+1):28
Тогда кто-то из них будет делится на 7 нацело, потому что 7 - простое число. Поэтому рассматриваем числа вида n=7k+-1. Так же n должно быть нечетно чтоб сохранялось деление на 4. Тогда коэффициент при k должен быть четным, отсюда получаем условие 14k+-1. Подставляем k=1 и получаем минимальное значение n=13
Ответ: а) нет б) нет в) 13
[bookmark: _Hlk220344310]2.2 Решение задачи c помощью аналитической теории чисел
Даны числа А и В. Из них можно сделать числа А + 2 и В - 1 или В + 2 и А - 1, только если следующая пара этих чисел будет натуральной. Известно, что А = 7, В = 11. а) Можно ли за 20 ходов создать пару, где одно из чисел равно 50? б) За сколько ходов можно сделать пару, где сумма чисел будет равна 600? в) Какое наибольшее число ходов можно сделать, чтобы оба числа не превышали 50? 
а) Каждый ход мы к одному числу прибавляем 2, а из другого вычитаем 1. В итоге сумма чисел за каждый ход вырастает ровно на 1 (+2−1=1).
В начале у нас 7+11=18.
Через 20 ходов сумма станет 18+20=38.
Чтобы одно число стало 50, второе должно быть 38−50=−12. Но нам сказали, что числа должны быть натуральными (больше 0), так что нет.
б) Если сумма растет на единичку каждый ход:
Старт: 18.
Цель: 600.
Разница: 600−18=582.
Значит, нам нужно ровно 582 хода.
в) Какое максимальное число ходов, чтобы оба числа были не больше 50?
Если оба числа максимум по 50, то их самая большая сумма может быть 50+50=100.
Считаем ходы до этой суммы: 100−18=82 хода.
А теперь проверяем, можем ли мы реально попасть в точку (50, 50).
Заметим одну деталь: в самом начале разница между числами
11−7=4. При каждом ходе разница меняется либо на 3 (
+2 к одному и −1 от другого), либо мы ее "переворачиваем".
Если мы всё время будем прибавлять 2 к меньшему и вычитать 1 из большего, разница будет: 4, 1, 2, 1, 2... Она никогда не станет нулевой.
Чтобы получить (50, 50), разница должна быть 0. А у нас она всегда будет либо 1, либо 2 (если делить на 3, в остатке никогда не будет нуля).
Значит, сумма 100 (пара 50 и 50) недостижима.
Пробуем сумму 99 (это 81 ход). Сумма 99 позволяет нам иметь числа, например, 50 и 49. Разница между ними — 1. Это как раз то, что нам подходит.
Ответ: а) нет б) 582 хода в) 81 ход.
Заключение
В ходе выполнения проекта на тему «Методы, приёмы и подходы к решению задач по теории чисел» были систематизированы и изучены ключевые методы работы с натуральными числами и числовыми структурами. Были разобраны основные правила делимости, что позволило выработать устойчивые навыки быстрого анализа чисел и упрощения вычислений. Освоение разложения чисел на простые множители и определения числа делителей дало возможность глубже понять структуру натуральных чисел и их свойств.
Практическое изучение методов нахождения НОД и НОК показало их важность как универсальных инструментов при решении разнообразных математических задач. Значимое место в работе заняло освоение диофантовых уравнений, что позволило развить логическое мышление и умение искать целочисленные решения уравнений. Также были отработаны навыки применения прогрессий, последовательностей и комбинаторных приёмов, которые расширяют спектр методов решения задач теории чисел.
Анализ комбинаторных методов показал их тесную связь с теорией чисел и практическую ценность при решении нестандартных задач. В целом проект позволил сформировать целостное представление о теории чисел как о системе взаимосвязанных методов и подходов, а также развить аналитическое мышление, математическую логику и навыки самостоятельного поиска решений. Полученные знания и умения могут быть успешно применены как в учебной деятельности, так и при решении олимпиадных и прикладных математических задач.
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